
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

4η Εβδοµάδα, 1η και 2η ∆ιάλεξη

§5. ΄Υπαρξη ολικής λύσης του προβλήµατος Cauchy

Θα ξεκινήσουµε µε µια απλή ικανή συνθήκη που µας εξασφαλίζει την ύ-

παρξη της ολικής λύσης.

Θεώρηµα 5.1. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής ως προς x και

ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz ως προς y σε µια λωρίδα a ≤ x ≤ b,
−∞ < y < +∞. Τότε για οποιοδήποτε (x0, y0) ∈ Ω υπάρχει µια και µοναδική

λύση της εξίσωσης (0.1) ορισµένη στο [a, b] που ικανοποιεί την συνθήκη (0.2).

Απόδειξη. ΄Οπως πάντα συµβολίζουµε µε K τη σταθερά Lipschitz η οποία

σύµφωνα µε τις προϋποθέσεις είναι ίδια για όλες τις τιµές της y. Παίρνουµε

ως φ0(x) µια αυθαίρετη συνάρτηση ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [a, b]
και φ0(x0) = y0. ΄Ολες οι διαδοχικές προσεγγίσεις

φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, φn−1(ξ))dξ

υπάρχουν στο διάστηµα [a, b] και είναι συνεχείς, άρα είναι ϕραγµένες στο

[a, b]. Θα δείξουµε ότι οι διαδοχικές προσεγγίσεις συγκλίνουν στην λύση του

προβλήµατος αρχικών τιµών στο διάστηµα [a, b]. ΄Εστω

max
x∈[a,b]

|φ1(x)− φ0(x)| = N.

Τότε

|φ2(x)−φ1(x)| =
∣∣∣ ∫ x

x0

[f(ξ, φ1(ξ))−f(ξ, φ0(ξ))]dξ
∣∣∣ ≤ K∣∣∣ ∫ x

x0

|φ1(ξ)−φ0|dξ
∣∣∣ ≤

≤ K|
∫ x

x0

Ndξ| = |x− x0|
1

NK,

|φ3(x)− φ2(x)| =
∣∣∣ ∫ x

x0

[f(ξ, φ2(ξ))− f(ξ, φ1(ξ))]dξ
∣∣∣ ≤

K
∣∣∣ ∫ x

x0

|φ2(ξ)− φ1(ξ)|dξ
∣∣∣ ≤ NK2

∣∣∣ ∫ x

x0

|ξ − x0|dξ
∣∣∣ ≤ (x− x0)2

2
NK2.

· · ·
Και γενικώς

|φn+1(x)− φn(x)| ≤ |x− x0|
n

n!
NKn.

Συνεπώς η σειρά

|x− x0|
1!

NK +
|x− x0|2

2!
NK2 + · · ·+ |x− x0|

n

n!
NKn + · · ·

συγκλίνει για όλες τις τιµές |x − x0| (από κριτήριο d′Alembert). Εποµέ-

νως η σειρά (1.5) οµοιόµορφα συγκλίνει στο διάστηµα [a, b] (από κριτήριο

Weierstrass) οπως επίσης και η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεις συγ-

κλίνουν. Απο αυτό προκύπτει το Ϲητούµενο (ϐλ. την απόδειξη του Θεωρήµατος

1.1)

�
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Παρατηρούµε ότι στην απόδειξη χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι

|f(ξ, φm)− f(ξ, φm−1)| ≤ K|φm − φm−1|

µε την ίδια σταθερά K όποιες και να είναι οι φm, φm−1.

Ευκολά διαπιστώνουµε ότι π.χ. η γραµµική εξίσωση

y′ = α(x)y + β(x)

µε συνεχείς στο [a, b] συναρτήσεις α(x) και β(x) επαληθεύει τις προϋποθέσεις

του Θεωρήµατος 5.1, όπως επήσης και η εξισώσεις

y′ = α(x) sin y + β(x), y′ = α(x) sin2 y + β(x).

Προφανώς οι

f = 1− y2, f =
√
y και f = y2

δεν πληρούν τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος όµως τα προβλήµατα

y′ = 1− y2, y(0) = 0 και y′ =
√
y, y(0) = 0

έχουν ολική λύση ενώ το πρόβληµα

y′ = y2, y(0) = 1

δεν έχει. Για να καταλάβουµε τι σηµβαίνει σε αυτές τις περιπτώσεις ας ϑυ-

µηθούµε το Θεώρηµα 1.1 (Picard) και την απόδειξή του. Είχαµε αποδείξη

την ύπαρξη της µοναδικής λύσης σε ένα διάστηµα [x0 − h, x0 + h] ⊂ (a, b),
h > 0. ΄Ενα εύλογο ερώτηµα είναι γιατί αφού κατασκευάσαµε τη λύση στο

[x0−h, x0 +h] δεν µπορούµε να πάρουµε αρχική συνθήκη στο σηµείο x0 +h
και να κινηθούµε προς τα δεξιά κατασκευάζοντας τη λύση σε κάποιο διά-

στηµα [x0 + h, x0 + h + h1] µετά στο [x0 + h + h1, x0 + h + h1 + h2] ...

[x0 + h+ ...+ hn−1, x0 + h+ ...+ hn−1 + hn] και συνεχίζοντας να ϕτάσουµε

στο σηµείο b; Παροµοίως προς τα αριστερά µέχρι να ϕτάσουµε στο σηµείο a,
κατασκευάζοντας έτσι την ολική λύση. Προφανώς, σε κάποιες περιπτώσεις

αυτό είναι εφικτό, και σε κάποιες όχι. Γιατί όµως δεν είναι εφικτό πάντα;
Η απάντηση είναι απλή: διότι εν γένει hn → 0 καθώς n → ∞ και µάλιστα

αρκετά γρήγορα έτσι ώστε

x0 +
∞∑
n=1

hn < b′ < b,

µε αποτέλεσµα να µην ϕτάσουµε ποτέ στο σηµείο b (ή παροµοίως στο σηµείο

a ή και στα δύο). ΄Αρα για να µπορέσουµε να ϕτάσουµε στο σηµείο b πρέπει

τα hn να µην τείνουν στο µηδέν ή τουλάχιστον να µην τείνουν στο µηδέν πολύ

γρήγορα έτσι ώστε

∞∑
n=1

hn ≥ b− x0.

Το µήκος του διαστήµατος όπου υπάρχει η τοπική λύση καθορίζεται από

την σχέση (1.2) και από τον περιορισµό ότι τα τρίγωνα ADB και AEC (ϐλ.

σχήµα 2.1α) ανήκουν στο P και οι διαδοχικές προσεγγίσεις ϐρίσκονται σε

αυτά τα τρίγωνα. ∆ηλαδή (ϐλ. (1.2), (1.7) )

h < min{ 1

2K
,
Y0
M
}.
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Γενικά η σταθερά K εξαρτάται από την επιλογή του P (ουσιαστικά από την

επιλογή του Y0) και µπορεί να τείνει στο άπειρο καθώς το Y0 µεγαλώνει. Αν

είναι εφικτό να προσδιορίσουµε την σταθερά K ανεξάρτητα από την επιλογή

του Y0 και να εξασφαλίσουµε ότι το κλάσµα Y0/M δεν τείνει στο µηδέν καθώς

το Y0 µεγαλώνει, τότε µπορούµε να επιλέξουµε ένα h > 0 και hn = h και να

ϕτάσουµε στο σηµείο b σε πεπερασµένο πλήθος ϐηµάτων.

Η K µπορεί να είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του Y0 αν γνωρίζουµε

εκ των προτέρων ότι η λύση που ψάχνουµε (αν υπάρχει) είναι ϕραγµένη στο

[a, b]. Τέτοιου είδους εκτιµήσεις, όπως γνωρίζουµε, ονοµάζονται a priori (εκ

των προτέρων) εκτιµήσεις. Πράγµατι, έστω

|y(x)| ≤ C0, ∀x ∈ [c, d].

Για απλότητα ϑα υποθέσουµε επιπλέον ότι η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη

ως προς y, τότε από το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής έχουµε ότι υπάρχει ένα

η ∈ [y1, y2] τ.ω.

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |fy(x, η)||y1 − y2| ≤ K|y1 − y2|

µε

K = max
x∈[a,b],y∈R

|fy(x, y)| = max
x∈[a,b],|y|≤C0,

|fy(x, y)| <∞.

Επίσης έχουµε ότι

M = max
x∈[a,b],y∈R

|f(x, y(x))| = max
x∈[a,b],|y|≤C0

|f(x, y(x))| = L <∞.

Εδώ χρησιµοποιήσαµε την υπόθεση ότι η λύση y δεν µπορεί να ϐγεί από το

[−C0, C0]. Αφού το M δεν µεγαλώνει όταν |y| ≥ C0, µπορούµε να επιλέξουµε

Y0 > M αρκετά µεγάλο έτσι ώστε

(5.1)
1

2K
≤ Y0
M
.

΄Αρα το σταθερό ϐήµα h ϑα έχει µήκος γνησίως µικρότερο του 1/2K, π.χ.

h = hn =
1

3K
.

΄Ετσι καταλήγουµε σε µια άλλη ικανή συνθήκη που εξασφαλίζει τη ολική

ύπαρξη. Ας την διατυπώσουµε ως ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 5.2. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής ως προς x
και παραγωγίσιµη προς y σε ένα χωρίο Ω ⊂ R2

που περιέχει το ορθογώνιο

(a, b)× (−C0, C0). Υποθέτουµε ότι για τη λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2) (αν

υπάρχει) ισχύει |y(x)| ≤ C0 και ότι

max
[a,b]×[−C0,C0]

|fy(x, y)| ≤ K <∞.

Τότε για οποιοδήποτε (x0, y0) ∈ (a, b) × (−C0, C0) υπάρχει µια και µοναδική

λύση του προβλήµατος (0.1), (0.2) ορισµένη σε όλο το (a, b).

Αν δέν έχουµε a priori εκτιµήση της λύσης (δεν ξέρουµε που ”ϐρίσκεται”
η y), τότε η (5.1) δεν ισχύει. Φερειπείν για f(x, y) = y2 ϑα έχουµε

Y0
M

=
Y0

(Y0 + |y0|)2
→ 0 καθώς Y0 →∞,
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εδώ προφανώς το µέγιστο M της y2 στο [y0 − Y0, y0 + Y0] είναι (Y0 + |y0|)2.
Επίσης εύκολα διαπιστώνουµε ότι σε αυτή τη περίπτωση και 1/2K → 0 καθώς

Y0 →∞.

Παράδειγµα 5.1. ΄Εστω ότι οι k(x) και g(x) συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες

ώστε

0 < g0 ≤ g(x) ≤ g1, 0 < k0 ≤ k(x) ≤ k1,
όπου gi, ki, i = 0, 1 σταθερές.

Αποδείξτε ότι το πρόβληµα

(5.2) y′(x) = g(x)− k(x)y2(x), y(0) = 0

έχει ολική λύση στον R.

Λύση. Ξέρουµε ότι (ϐλ. Ασκηση 4.4 στην προηγούµενη παράγραφο)

|y(x)| <
√
g1√
k0
, ∀x ∈ R,

και συνεπώς

max
x,y∈R

|g(x)− k(x)y2| = max
x∈R, |y|≤√g1/

√
k0
|g(x)− k(x)y2| ≤ g1 + k1

g1
k0
.

΄Εστω

P = [−l, l]× [−Y0, Y0]
µε Y0 που ϑα διαλέξουµε πιο κάτω και τυχαίο l > 0 το οποίο το επιλέγουµε

όσο ϑέλουµε µεγάλο. Στο P και σε οποιοδήποτε υποσύνολό του ισχύει

|f(x, y2)− f(x, y1)| = |g(x)− k(x)y22 − g(x) + k(x)y21| ≤

max
x∈[−l,l]

k(x)|y22 − y21| = max
x∈[−l,l]

k(x)(|y2|+ |y1|)|y2 − y1| ≤

K|y2 − y1| µε K = 2k1

√
g1√
k0
.

Το Θεώρηµα 1.1 εξασφαλίζει την ύπαρξη της λύσης στο διάστηµα [−h, h] όταν

h <
1

2K
και h <

Y0
M

= Y0
k0

g1(k0 + k1)
.

Παίρνουµε

Y0 =

√
g1√
k0

και έχουµε

Y0
M

>
1

2K
.

΄Αρα

h < min{ 1

2K
,
Y0
M
} =

1

2K
=

√
k0

4k1
√
g1
.

Μπορούµε να πάρουµε ϕερ ειπέιν

h =

√
k0

5k1
√
g1
.

Αν ϑα πάρουµε την αρχική συνθήκη στο h ϑα έχουµε τη λύση στο [h, 2h],
παίρνοντας την αρχική συνθήκη στο 2h κατασκευάζουµε τη λύση στο [2h, 3h]
... [nh, (n+ 1)h]... . Προφανώς σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων (µε σταθερό
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ϐήµα µήκους h) ϑα ϕτάσουµε στο σηµείο l όσο µεγάλο και αν είναι. Παροµοί-

ως για αρνητικά x. Παρατηρούµε ότι όλα τα σηµεία

(
nh, y(nh)

)
, n = 1, 2, ...

ανήκουν στο χωρίο P αφού

|y(nh)| ≤
√
g1√
k0
.

?


